Trabajo Practico
Tema 3: Modelos discretos deterministicos
Instituto de Automatica
Facultad de Ingenieria
U. N. de San Juan

Alumno: Rodrigo Gonzélez.

Ejercicio No 1

La secuencia de peso de un sistema lineal discreto es g (kTo) = 5e ™ (— (k —1)To) para k> 1y 0 para k = 0.
Sea u(klo) = kTo para k > 0 la entrada del sistema y To = 0.5seg el periodo de muestreo.

a) Encuentre la transformada z de la salida.

b) Encuentre la secuencia de salida y(kTo). Simule, obtenga grdficas y conclusiones.

a) Como g(kTo) vale 0 parak =0y 5e " (— (k —1)To) para k > 1, se representa a g(kTo) en k=1 retardada un
periodo de muestreo To, donde g, (kT,)=5¢ o

Entonces:
Zlg (kT,)|=Z(5¢ ")=5 2] e ¥r)=—2 =23

l1—e 'z z—e

T,

Agregando un retardo en el dominio de Z, se obtiene la transformada Z de g(kTo):

6lz)=7|glkT) |= 25— =

z—e '
La secuencia u(kTo) representa una funcién rampa muestreada a To intervalos. Se obtiene su transformada
Z por tablas:
T,z T,z
U(z)=Z{u(kT,)}=——s=—"—
(1-z7) (z—1)

La transformada Z de la salida es
T.z 5T,z
Y(2)=U(z)G(z)=— S — 2= 2 0F
(z—1Y (z—e ™) (z—=1)(z—e )

b) Para encontrar la secuencia de salida y(kTo) se debe encontrar la antitransforma de Y(z), la cual se debe
expandir en fracciones parciales para encontrar su antitransforma.
5T,z A B Az(z—e ")+ Bz(z—1)(z—e ")+ Cz(z—1)
Y(z)= Loz _ z - z CZ_T _ z(z—e ")+ Bz(z : )(z j )+Cz(z—1)
(z=1P(z—e™™) (z—=1) (z—=1) (z—e ™) (z—1)(z—e ")

Donde: 5T z=Az(z—e "*)+Bz(z—1)(z—e ")+ Cz(z—1)

. . T 5T,
Haciendo z=1 se obtiene el valorde A: 5T,=A(l—e )= A= e
5T 5T
. o =Tyl —Ty 132 _ 0o _ 0

Haciendo z=e€ " seobtiene el valorde C: 1o=Ce ‘(e "'=1)'=C= (e =17 = (1—e )2
Haciendo z=2 se obtiene el valor de B:

5T, r r ST, 2

5T, 2= 202—¢")+B2(2-1)(2—e ")+ 2(2-1)

1—e " (eT—1)



10T,(2—e ™" _ 10T _ 5To(2—e " ST
10T, °<—f)+2B(2—e ")+ ———5=>B(2—¢ ")=5T,— o = )_ s
l—e (1—e ) (l—e °) (1—e )
__ ST, 5T, 5T, _ (1—e "V —(2—e")(1-e")-1
2-e™) (1—e ™) (2—e™)(1—e P =" (2—e ) (1—e "y
-7, 2T, _(~n_~n —T, -T, —2T,\ . T, —2T, _To_ —2T,
B=5T01 2e "t+e (_2T 2e _Tez +e ) 1=5T0 2e +e = 2+3_T2 e
2—e ")(1—e ") (2—e ")(1—e ")
— ~To_ =5T
p=st,\2t3e 72 _p_
(2—e )(1—e") (1—e )
La expresion de Y(z) con los valores de A, B y C resueltos:
5T 5T 5T
Y(z)=—22 4 B2, G __ 2 _z 20 _Z , 2 -

(z=1)* (z=1) (z—e ™) 1—e " (z—1)" (1= "y (z=1) (1= ") (z—e ")

La antitransforma Z de Y(z) se encuentra mediante tablas:

—kT,
y(kT,)=5T, k,r — I,T ~+ € — . Remplanzando por el valor de Toy resolviendo:
l—e " (l—e ) (1—e )
k 1 e —0.5\k
y(kT,)=2.5 5 55T —35 [F6.35k+16.15(e” ) —16.15
l—e (1—e77) (1—e )

y(kT,)=6.35k+16.15(0,6065)" —16.15

Los primero 10 valores de y(kTo):

y(kTo)
0,000
-0,005
2,491
6,503
11,435
16,925
22,754
28,788
34,946
41,179
47,459

O 01N L A W~ OolF

—_
=]

Tabla 1.1
Se simula el sistema en Simulink:

I s - 1l = 5
E -> N
-exp(-0.5
. Lzopto5) | L)

Rarmp = Discrete Scope
Transfer Fcn

Fig. 1.1




Fig 1.2

La figura 1.1 muestra el modelo del sistema en Simulink. La figura 1.2 representa la sefial de salida y(kTo).
Si bien se ha simulado hasta el valor k=10, llevando la simulacién a valores mucho mayores se observa que
el valor de y(kTo) crece casi linealmente con el aumento de k, por lo que se considera al sistema como
inestable.

Ejercicio N° 2
Encuentre la funcion en z dada la ecuacion en diferencia x(k + 2) — xtk + 1) + 025 x(k ) = u (k + 2).
x(0)=0,x(1) =2, utk) =1k>0

Se aplica la igualdad Z[x(n—Fk)]|=z"*X(z)
=72°X(z)—zX(2)+025X(2)=2*U(z)=> X(z)(2*—2z+0.25)=2U(z)

La funcidn de salida en z resulta ser:
X(z) _ z _ 1

Ulz) (2°=z+0.25) (025z7°—z""+1)

Ejercicio N° 3
Obtenga la respuesta y(kT) de y(s) = I donde u(t) es un escalon unitario y u*(t) es la
ux(s) (s+1)(s+2)

version impulso muestreada de u(t). Suponga T = 0.1 seg. Simule. Obtenga grdficas y conclusiones.

La funcion de transferencia en z del escalén unitario se expresa con la siguiente ecuacion: U(z)= [
z—

donde U*(z) es la misma expresion mas un retenedor de orden cero: U *(z)=

1
(s+1)(s+2)

__z Z—lZ

z—1 =z

La transformada z de y(s): Y (z)=Ux(z)Z

s(s+1)(s+2)

1
s(s+1)(s+2)
poder encontrar su transformada z.

1 _ 4 B C _A(s+1)(s+2)+Bs(s+2)+Cs(s+1)
s(s+1)(s+2)

=Y (z)=Z La expresion entre corchetes se descompone en fracciones simples para

s (s+1) (s+2) s(s+1)(s+2)




=1=A(s+1)(s+2)+Bs(s+2)+Cs(s+1)

1
Haciendos=0: =4 =5
Haciendo s = -1: =>B(-1)(=14+2)=1=B=-1
Haciendo s = -2: :>C(—2)(—2+1)=1=>C=

1
L f VAE-TE == +=
a transformada z de y(s) se expresa como s (54 1)  512) [ 271 g2

Antitransformando esta tltima expresion se encuentra ecuacion que representa a y(kTo):

1 ] 1 - 0
y(kT0)=5—e kT+§e 2

Haciendo To= 0,1 seg, los primeros 10 valores son:

k kTo (seg) y(kTo)
0 0,00 0,000
1 0,10 0,005
2 0,20 0,016
3 0,30 0,034
4 0,40 0,054
5 0,50 0,077
6 0,60 0,102
7 0,70 0,127
8 0,80 0,152
9 0,90 0,176
Tabla 3.1 10 1,00 0,200

Se simula el sistema en Simulink con el siguiente modelo:

E— 1 I—
|| I o v gBkE
m Z0H 0 3(E) 70H 1 y(kTo)
Fig. 3.1




Comparando los valores de la tabla 3.1 y la figura 3.2 se observa que hay coincidencia entre los valores
encontrados en forma analitica y los obtenidos mediante simulacion.

Ejercicio N° 4:
Obtener la funcion de transferencia de lazo cerrado discreta del siguiente sistema,
ues) _ E@ El® | ¥(s)
) G(s)
M{s) . M(s)
H,(s) ™ Hys)——
Fig. 4.1

Los bloques que a su entrada tienen un muestreador sincrénico pueden representarse en términos de
transformada Z. Estos son:

)= Y(s)
" E}Z)) U(s)—E(s) N
HZ(S)=Md(S) donde X(S)=U(S)—E(S)2Hz(s)=Md—(S) [2]

El bloque que no tiene un muestreador sincronico a su entrada y por ende no se puede representar en
términos de transformada Z es:

H,(5)= ((j)) 3]

Los bloques G(s) y H1(s) estan en cascada y pueden agruparse en un unico bloque H;(s):

H(s)=G(s)xH, (s)= ;((i)) A;((SS)) =2~£Ei;

[4]

Las transformadas Z de los bloques [1], [3] y [4] pueden representarse directamente cambiando la variable s
por la variable z.

_Y(2) _UGE(R) M)
G( )_ (Z) s Hz( )_ M(Z) ) H}( ) E(ZY)( )

Ejercicio N° 5:
Encontrar y* para el siguiente sistema:



=/ —} o ow —p

R? -H(s)

Fig. 5.1

Al no contar el sistema con un muestreador sincronico en el bucle de realimentacion no se puede aplicar
transformada Z directamente. Como existe un bloque Retenedor de orden cero a la salida del bloque -H(s), el
mismo puede ser remplazado por un muestreador sincronico ya que la sefial realimentada serd la misma. El
bloque Retenedor de orden cero que se encuentra a la entrada puede colocarse dentro del bucle de
realimentacion y remplazarse por un muestreador sincronico.

U “ ey |~ ¥
h -
] -H(s)

Fig. 5.2

En primer lugar se busca la funcion de transferencia en el dominio de Z del bloque realimentado:
e(z)=u(z)=h(z)=ulz)+e(z)H(z)=e(z)—e(z) H(z)=u(z)=e(z)[1-H(z)|]=u(z)=

e(z) 1

u(z) [1-H(z)]

Con este resultado, la figura 5.2 se simplifica de la siguiente manera:

v @ | e [ G | Y

Fig 5.3
Obteniéndose como resultado:
_ylz)__ G2
u(z) [1+H(z)]
Ejercicio N° 6:
Considere el sistema
1-0.5z7"
G(z)= <

(1-0.3z ") (1+0.727 ")

Obtenga la respuesta de este sistema para una entrada escalon unitario muestreada. Solucione este
problema en forma analitica y computacional.



_ 1-0.52"" 3 205
G<Z)_(1—0.32*1)(1+0.7z*1)_ (z—0.3)(z+0.7)

La transformada Z del escalon unitario se define como: U (Z ) = (

Entonces la respuesta del sistema es:
_ _ (z—0.5) z (z°—0.52)
M=V 0 ) = 5307 Go1) - (2=03)(z+0.7)(==1)

Dicha ecuacion se resuelve por el método de expansion en fracciones parciales, donde:
2
(z°—0.5z) Az Bz Cz

Y(Z)=(Z_O_3)(Z+()_7)(Z_1) =(z—0.3) Jr(z—i—0.7)Jr (z—1) -

N Az[(z+0.7)(z—1)|+Bz[(z—0.3)(z—1) ]+ Cz[(z—0.3)(z+0.7)]
(z—0.3)(z+0.7)(z—1)

Comparando expresiones:

= Az[(z40.7)(z=1) ]+ Bz[(z—0.3)(z—=1) ]+ Cz[(z—0.3)(z+0.7)|=(z"— 0.52)

Haciendo z= 0.3:
=0.3A[(0.3+0.7)(0.3— 1)]=O.32—0.5 (0.3)=>0.3A[—(0.7)|=—0.06= 4=0.2857

Haciendo z= -0.7:
=—-0.7B[(—0.7—0.3)(—0.7—1 )]=(—O.7)2—0.5(—0.7)2O.7B[(—1.7)]=0.84=>B=—0.7059

Haciendo z= 1:

=C[(1-0.3)(1+0.7)]=(12=0.5)=C[(0.7)(1.7)]=(0.5)= C=0.4202

Remplanzando los valores encontrados y antitransformando:

1(k)=(0.2857)(0.3)—(0.7059)(—0.7)"+(0.4202)

Los primeros 25 valores de y(k):

k y(k) k y(k) K v(k)
0 0,000 10 0,400 20 0,420
1 1,000 11 0,434 21 0,421
2 0,100 12 0,410 22 0,420
3 0,670 13 0,427 23 0,420
4 0,253 14 0,415 24 0,420
5 0,540 15 0,424 25 0,420
6 0,337 16 0,418
7 0,478 17 0,422
8 0,380 18 0,419
9 0,449 19 0,421
Tabla 6.1

El sistema modelado en Simulink:

IT > (z0.5) [
(z-0.3)(z+H1.7)

ult) o y(K)




Fig. 6.1

La representacion grafica de y(k):

1

i1 : : —

07— B B —

05—

04—

03—

q | \ \ |
o 5 10 15 20 Py

Fig. 6.2

Comparando los valores obtenidos en la figura 6.2 y los representados en la tabla 6.1 se observa coincidencia
entre ellos.

Ejercicio N° 7:

Obtenga la secuencia de peso g(k) del sistema descrito por la ecuacion en diferencia:
y(k)—ay(k—1)=x(k),—1<a<l

Si dos sistemas descriptos por esta ecuacion se conectan en serie. ;Cudl es la secuencia del sistema

resultante? Simule y obtenga grdficas.

R

y(z
x(z

Para encontrar g(k) primeramente se debe buscar la relacion G(z)= ) y luego antitransformar G(z).

Aplicando la transformada Z a la ecuancién de diferencia planteada:
y(2)—az" y(z)=x(2)= y() 1-az =x(z)= Glz)= L =L a2

x(z) 1 —az’l]_ (z—a)

La antitransformada Z de G(z), es decir, la secuencia de peso del sistema es:  g(k)= a

Si dos sistemas descriptos por la ecuacion de diferencia planteada se conectan en serie, la Gs(z) es:
_z z z _ Az Bz _ Az+Bz(z—a)
z—az—a (z—a) (z—a) (z—a) (z—a)

Igualando los numeradores se obtiene la ecuacion:  Az+ Bz(z—a)= z
Haciendo z=a: Aa=a"= A=a
Haciendoz=1 A+B(l—a)=1=B(l—a)=1—a=B=1

az z
Remplanzando los valores obtenidos de A 'y B en Gs(z): GS(Z )= >+
(z—a) (z—a)

Antitransformando mediante tablas: g(k)=akd" '+da"= g(k)=da"(k+1)



Pudiendo tomar la variable a valores entre 1y -1, se fija el valor de a igual a 0,5.
Para obtener la representacion grafica de la secuencia de peso, se estimula al sistema con un impulso de 0,1
segundos.

El sistema modelado en Simulink de la primera secuencia de peso:

_|__

Step start L—pwl + z ]
- > >
05
| || Subtract G yik)
Step stop
Fig. 7.1

La representacion grafica de g(k):
! \ \

03 : : —
08 : : : : : —

07f— B : B : —

| | | | | |
0 2 4 3 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 7.2

El sistema modelado en Simulink de la segunda secuencia de peso:

Step start—|—>+ z z ]
- g L P
— | > 05 z05
Subtract yika)

Glz) G1(z)

Step stop

Fig. 7.3

La representacion grafica de gs(k):



I
o 2 4 3 8 10 12 14 16 18 20

Fig 7.4

Ejercicio N° 8:

Considere el sistema y(k)—y(k—1)+0.24 y(k—2)=x(k)+x(k—1) donde x(k) es la entrada e y(k)
es la salida. Determine la secuencia de peso del sistema. Suponga y(k)=0 para k<. Determine la y(k)
cuando x(k) es la secuencia escalon unitario. Resuelva analitica y computacionalmente.

Para encontrar la secuencia de peso del sistema primero se debe aplicar la transformada Z a la expresion
z

dada para encontrar la relacion G(Z)=% , para luego antitransformar G(z) y encontrar la expresion
z

de g(k). Entonces:

y(z)=z" y(2)+024 27 y(2)=x(z)+z 'x(2)=2 y(2)[1-z ' +024z |=x(2)[1+z ' |=
y(z) [1+Zﬁl] _ [ZZ+21]

x(z) [1-z'4024z7°] [Z-2'+0.24]

La expresion obtenida se pasa a formato de polos y ceros para una mejor adaptacion al método de resolucion
por expansion en fracciones parciales:
y(z) _ z(z+1) _ Az Bz _AZ(Z—O.4)+BZ(2—O.6):>

x(z) (z—0.6)(z—0.4) (z—0.6) (z—0.4) (z—0.6)(z—0.4)

=z(z+1)=A4z(z—0.4)+Bz(z—0.6)

Haciendo z=0.6:
0.6(0.6+1)=40.6(0.6—0.4)=0.96=0.124=> A=38

Haciendo z=0.4:
0.4(0.44+1)=B0.4(0.4—0.6)=0.56=—0.08B=>B=—7

__ 8 7z - ky k
Resultando: g(z)_(z—0.6) (z—04) g(k)=8(0.6")—7(0.4%)

La respuesta a una secuencia escalon unitario para el sistema dado:

)= z(z+1) z_ _ Z(z+1) __ Az Bz Cz__
M= 061 =04) (71" =060z =04 (:=1) ~ (7=0.6)  s—04) 2= 1)

R Az(z—0.4)(z—1)+Bz(z—0.6)(z—1)+Cz(z—0.6)(z—0.4) R

(z—0.6)(z—0.4)(z—1)




=2 (z+1)=A4z(z—0.4)(z—1)+Bz(z—0.6)(z— 1)+ Cz(z—0.6)(z—0.4)

Haciendo z=0.6:
20.62(0.64— 1)=4(0.6)(0.6—0.4)(0.6—1)=0.576=(—0.048) A= A=—12

Haciendo z=0.4:
0.42(0.4+ 1)=B0.4(0.4—0.6)(0.4—1)=0.224=(0,048) B=B=4,66

Haciendo z=1:

=1*(1+1)=C(1-0.6)(1-0.4)=2=(0,24)C=C=8,33

La tranformada Z de la salida:
z z

y(z)=—12 =00 +4.66 mod) +8.33 =D

La secuencia de salida para una entrada escalon unitario:

y(k)=—12(0.6")+4.66(0.4")+8.33

Los primeros 25 valores de k:

k y(k) k y(k) k y(k)
0 0,990 10 8,258 20 8,330
1 2,994 11 8,287 21 8,330
2 4,756 12 8,304 22 8,330
3 6,036 13 8,314 23 8,330
4 6,394 14 8,321 24 8,330
5 7,445 15 8,324 25 8,330
6 7,789 16 8,327
7 8,002 17 8,328
8 8,132 18 8,329
9 8,210 19 8,329
Tabla 8.1

El sistema modelado en Simulink:

| iz |,

(2-0.6)(z-0.4)
u(t) G(z) y k)
Fig. 8.1

La representacion grafica de y(k):



Fig. 8.2

Comparando los valores mostrados en la figura 8.2 con los representados en la tabla 8.1 se observa
coincidencia entre ellos, por lo que las soluciones analitica y simulada coinciden.

Ejercicio N°9:

Un sistema masa-resorte estd gobernado por la siguiente ecuacion diferencial ~y+4 y+400 y=2u(t)

a) Encontrar la representacion en variables de estado si el desplazamiento y la velocidad de la masa se
toman como variables de estado.

b) Si el sistema estd manejado por un retenedor de orden cero y seguido de un muestreador que muestrea el
desplazamiento de la masa, encontrar la representacion en variables de estado discreto del sistema para To
= 0.05seg.

¢) Simular el sistema considerando que u(t) = sen(2t). Graficar posicion y velocidad de la masa vs tiempo.
Obtener conclusiones.

a) Considerando a y como la representacion del desplazamiento (o posicion) de la masa en un sistema
referenciado, su velocidad es la derivada, es decir y . Considerando las igualdades X, =) vy
X,=y=X, , la ecuacion diferencial dada se puede expresar como X,=2u(¢)—4x,—400x,

Utilizando todas estas expresiones podemos representar al sistema en el espacio de estado:

N
X,| |-400 —4]

=l 01
—400 —4

x1+

u(t) e y={1 0][x1] , donde

X,

2

X,

, matriz del sistema. B= lg] , matriz de entrada,y C= {1 0] , matriz de salida.

_x(t)=Ax(t)+Bu(t)
y(t)=Cx(1)

b) Para representar el sistema en espacio de estados discreto se utilizan funciones definidas en la herramienta
de célculo matematico Matlab. Primero se definen las ecuaciones del espacio de estado continuo con el
comando ss, cargando el valor de las matrices A, By C:

>>SYS = ss (A,B,C,0)

Luego se obtiene el modelo discretizado del sistema con la funcién c2d. En dicho comando se especifica que
las entradas del sistema estan afectadas por un retenedor de orden cero.

>> SYSD = ¢2d(SYS,0.05,'zoh’")



Las nuevas matrices A, B y C para el modelo discretizado con To = 0.05 seg:

A= 0.569 0.03814
—15.26 04164 | °

0.002155 _
[0.07628] vy c=[l o]

¢) Considerando la representacion del sistema en ecuaciones de estado, el mismo modelado en Simulink:

/\ X'z Ax+Bu
\/ >y:Cx+Du > &

Sine W ave State -Space 0o Workspace

L ppiduldt | —Pp X2

Derivative ToWorkspacel

L Y t

Clock

ToWorkspace?

Fig. 9.1

La representacion grafica del desplazamiento y la velocidad segiin este modelo:

o2 T T T T T T T T T
x1 = desplazamiento

x2 = velocidad

0015

0.01

0.005

-0.005

o0

oms L

Fig. 9.2

Observando la figura 9.2 se verifica que la x2 (velocidad ) esta adelantada respecto a la x1 (desplazamiento)
90°, lo cual es esperable ya que x2 es igual a la derivada de x1.

Ejercicio N° 10
Dada la figura siguiente en donde se muestra la respuesta temporal en funcion de la ubicacion de un par de
polos complejos conjugados de un sistema, dar diferente ubicacion de polos para verificar los casos

mostrados realizando simulaciones.
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Se define un sistema con una ecuacion de transferencia en transformada z del tipo polos-ceros, en general

y(z)=(z+a)(z+b)

obtener las graficas solicitadas:

V4

z+0.74+1.3i)(z+0.7—1.31)

Paole-Zero Map

Caso a: y(Z)=(

-08 -0 -0.4 -02 0 0z 04 0g na 1

Real Axiz

®
“‘. fact
'..‘\ };‘
L
@® -
._‘ '.'I

. Para diferentes valores de los polos complejos configados a y b se pueden

Impulse Response

IR0 5

Am plitude

05

1
0z 023 03

Time (zec)




Imaginary Axis

Imaginary Lzis

Caso b: y(Z)=(

z

Paole-Zero Map

z+0.840.6i)(z +0.8— 0.6i)

Caso c: y(Z)=(

-0.2 0 0.z 0.4 0g 0z
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Ejercicio N° 11
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Determine en el siguiente sistema las condiciones que verifican los parametros a, b, ¢, y d para que:
a) El sistema sea estable.

b) Sea controlable.

¢) Sea observable.

e) Verificar que cuando se cumplen las condiciones para que el sistema sea no observable (punto c) existe
cancelacion entre polos y ceros de G(z).

a) Un sistema es estable si los autovalores de la matriz A son menores a 1, en otras palabras, si los polos del
sistema se encuentran dentro del circulo unitario. Los autovalores de la matriz A o polos del sistema se
obtienen de la siguiente manera:

z 0 _|a b=
0 z| |c d
Siendo el producto de 2 polos (z—z,)( z—zz)=zz—(zl—|-zz)z+zlz2 y comparando las dos ecuaciones,
se obtienen las siguientes igualdades:

lz.1— A=

[z—a —-b

—c z—b

”=(z—a)(z—d)—bc=>22—(a+d)z+ad—bc

(z,+z,)=(a+d) y (z,.z,)=(ad—bc)
Suponiendo que los polos son complejos conjugados, la condicion de estabilidad del sistema esta dada por.
(zi+z,)|[<2=|a+d)|<2 y |z,.z,)|<1=|ad—bc)|<1

De esta forma se fijan las condiciones que deben cumplir los elementos de la matriz A para que el sistema
sea estable.

b) Para el que sistema expresado en ecuaciones de estado sea controlable, el rango de su matriz de
controlabilidad Qc debe ser igual al rango de la matriz A. Por lo que el rango de el sistema bajo estudio debe
ser igual a 2 y su determinante distinto de cero.

1| |a b L|_|l a+b
=|B.A.B|= =
Q. | | [1] c d] [1 [1 c+d
_1 a+b|_
deth—l +d =c+d—a—b#0=(c+d)#(a+b)

¢) Para el que sistema expresado en ecuaciones de estado sea observable, el rango de su matriz de
observabilidad Qo debe ser igual al rango de la matriz A. Por lo que el rango de el sistema bajo estudio debe
ser igual a 2 y su determinante distinto de cero.




d) Para obtener la funcion de transferencia a partir de las ecuaciones de estado se aplica la siguiente relacion:

bR ol 2T

G(z)=C(zl—A)"' B+D=|1 0}([(2) (Z)]

z+b—d
Z—(a+d)z+ad—bc

=G(z)=

Se verifica que el denominador de G(z), el conjunto de polos del sistema, coincide con la expresion
encontrada en el punto a.

e) Segun lo planteado en el punto ¢, para que este sistema sea no observable b debe ser igual a cero. En
consecuencia, la funcion de transferencia se expresa como:

G(z)= zd =— =24 _G()=

ZZ—(a+d)z+ad—bc_ (z—=d)(z—a)

(z—a)

Se comprueba que si el sistema es no observable se cancela un cero con un polo en la funcién de
transferencia.

Ejercicio N° 12

Dado el sistema definido por:
x(k+1)_| 0 1 xl(k)+ Uk x(0)(_| 1

k)| T1-016 1] [Tos[ ™ L) [Tt

a) Verificar que es controlable.
b) Determinar la secuencia de acciones de control u(0) y u(1) que lleva el sistema al estado x(2) dado por:

x,(2) _l—l]
X2(2) 12

a) Para el que sistema expresado en ecuaciones de estado sea controlable, el rango de su matriz de
controlabilidad Qc debe ser igual al rango de la matriz A y su determinante distinto de cero.

QF{B'A'B]:[O?sl l—o?m —11] [0%5]=l0?5 —(())..566]

1 0.5
0.5 —0.66

=—0.91#0 Se verifica que el sistmea es controlable.

deth=‘

b) La secuencia de acciones de control u(0) y u(1) que lleva el sistema al estado x(2) solicitado puede ser
encontrado a partir de la siguiente ecuacion:

[um)]:Ql({x](z) xl(O)])=[l 0.5 ]([—1]_' 0 1ﬂ1])
u(1) = || x,(2) 5(0)|7105 —066]\|2 | [~0.16 —1]|-1

—4°

. L ~|u(0)|_] 0.138
Operando con Matlab se obtiene el siguiente resultado: [u (1 ) [_ 3.95 6]
Ejercicio N° 13
. . . xl | 0 1 Xy 0 —|*
Considere el sistema continuo | . |= . +|. |- con y—[3 1]—
X | |25 —6] |x,| [I X,

a) Verificar que el sistema es controlable y observable.
b) Obtener la version discreta del sistema continuo.



¢) Muestre que para periodos de muestreo  p=""", _ 1,2,3... el sistema discretizado no es controlable

ni observable.

a) Si el sistema es controlable el determinando de su matriz de controlabilidad Qc debe ser distinto de cero.

' 0 1
Q;[B.A.B}:[(l)] [_35 _16] l(l)_=l(1) _16l : deth=‘1 _6‘=—1¢0 Sistema controlable.

1 0

C 1 0 3001

= = = det O = =16#0 Si

L T | P B A
C

observable.

b) Para obtener la version discretizada del sistema continuo en el dominio de z, primeramente debe obtenerse

-1
la funcion de transferencia del sistema con la siguiente ecuacion G(s)=C(s.I—A4) B+D | Operando
con Matlab se obtiene:

s+3
(s+3+4i)(s+3—4i)

Gls)= s+3

=—" -  .Enformato de zeros y polos: G(s)=
s +65+25

Se debe agregar un retenedor de orden cero a G(s) para encontrar G(z).

-1
Glz)=2"2 7| 5* |l G)=(1-2 )z
s +65+25 s(s"+65+25)

N

Se modifica la expresion entre corchetes para encontrar la transformada Z, dividiendola en fracciones
parciales.

s+3 _A,  Bs+C _A(sz+6s+25)+Bs2+Cs_(A+B)s2+(6A+C)s+25A2

s(sS+6s5+25) s (s$+65+25) s(s*+65+25) s(s"+65+25)
=s5+3=(A+B)s’+(6A+C)s+25A

De la expresion anterior se deducen las siguientes igualdades:

3
(A+B)=0 A=£ 7
(6A+C)=1(= _3C=2—5
25A=3 B=—
25

Volviendo a la expresion de G(z):
-1
G(z)=1 z_, 3/25+( 3/225)s+(7/25)
s s s"+6s+25

Resolviendo la expresion anterior para encontrar equivalencias en la tabla de transformada Z:
3 3 s+3 4 4

25 25(s+3)°+16 25(s+3)°+16

N

Operando y aplicando equivalencias por tabla de transformada Z se obtiene la expresion:
Gla=2 1 (1= cos (4T))+(4/3) e sin(4T) |[+]e "= e T cos (4T) — (4/3)¢ > sin(4T)|
z)=—
25 [22—22 e " cos(4T) +e_6T]




Haciendo:

X(2)_Y(2) donde
ST um

¥ (z)=3z[(1=e 7 cos (4T))+(4/3) ¢ sin (4T) [+ [ =" cos (4T) —(4/3)e > sin(4T)|| X (z)
Ul(z)=25|2"—2z¢ " cos(4T)+e 7| X (z)

Las ecuaciones en diferencia del sistema son:
y(k)=3|x (k+1)[(1—e~ cos(4T))+(4/3)e sin (4T ) |+ x (k) [~ cos (4T)—(4/3) e *sin (4T) |
u(k)=25x (k+2)—2e¢ *Tcos(4T)x (k+1)+e " x (k)]

x, (k)=x(k)=x (k+1)=x,(k)
x,(k)=x(k+1)=x,(k+1)=x(k+2)

Haciendo

El sistema discreto en ecuaciones de estado se presenta como:

x, (k+1)|_| 0 1 x, (k) 1
xz(k)]Jr[l/ZS]u(k)

x,(k+1) _[—e_ﬂ 2¢ " cos(4T)
e snan)] 31 et G s

y ()= x(k)

xl<k>]

c¢) La matriz de controlabilidad para la representacion discreta del sistema es la siguiente:

1

0 -
_ _ o || 25
0.=[B 4B|= {1/25”_ 1 [ieﬂcos(m

0 0 1
1/25| |—e™ " 2¢ " cos(4T)

25

Si el determinante de Qc es distinto de cero, el sistema es controlable:
1
T
1 [2 25725 625
— |=¢ " cos(4T)

25 |25

0
det Q. =

#0 El sistema controlable para cualquier valor de T.

La matriz de observabilidad para la representacion discreta del sistema es la siguiente:

[3 {eﬂ—e3T cos(4T)—(%)e73T sin(4T)} 3 {1 —e73Tcos(4T)+(§) e3Tsin(4T)}

0 1
—e T 2¢7Tcos(4T)

3{e6T—e3Tcos(4T)—(§)e3Tsin(4T)] 3[1—83Tcos(4T)+(:)e3Tsin(4T)}

Operando con Matlab se obtiene el determinante de Qo:
detQ,=9¢ 7" —9¢ M M eos’ (4T)—9¢ ™ cos™ (4T)+18¢ " cos’ (4T)+ 16" sin’ (4T)—32¢ " sin’ (4T ) cos (4T) +¢
496718 e " cos (4T)+ 16 e sin*(4T)

La expresion det Qo indica que la observabilidad del sistema con representacion discreta depende del valor
que tome T. La Fig. 13.1 muestra dicha expresion en funcion de T. Se observa que la curva se hace cero para

T=%=O.7854 y para subsecuentes valores de T=ﬂ n=234.. -Por lo que se puede determinar

que para dichos valores de T el sistema en su representacion discreta no es observable.
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Fig. 13.1
Ejercicio N° 14
Considere el sistema
01 O
x, (k+1) 0 0 1 x, (k)] [o x,(0 1
x,(k+1) = x,(k) |+|1|u(k) Cuyo estado inicial es x(0)=|x,(0) [F|1
a
x,(k+1)| |a b > 1% (k)| [0 x,(0)| [1

a) Determine cuando el sistema puede o no alcanzar el estado x(3) = 0 (el origen).
b) Si el estado inicial es el origen, determine cuando el sistema puede alcanzar o no el estado x(3) dado por:

x1(3) 1
x(3)=|x,(3) F|1
x5(3) 1

a) Un sistema debe ser controlable para poder pasar de un estado determinado a otro estado a consecuencia
de un u(k) en la entrada. La matriz de controlabilidad del sistema se define como:

01 0
_[ 2 e R R
0.=|B 4B 4* B, con 4= _ PB|I[PO=1 0 b

Si el sistema es controlable el determinante de la matriz Qc debe ser distinto de cero. Operando con Matlab,
el determinante de Qo:

det Q.=|0.I=0 , por lo que el sistema no es controlable y no puede alcanzar el estado x(3) = 0.
b) Idem punto a).
Ejercicio N° 15
Dado los si guientes:lvistemas
Y9 Gilz)=—



bz '+b,z"
b) Gl(z)= 1 —1 2 -2
I+a,z +a,z

bz ' +b,z +byz
C) G](Z)= -1 -2 -3
lta,z +a,z "+ayz
1) Obtener la forma canonica controlable y obtener la matriz de controlabilidad para los tres casos.
Verificar la controlabilidad de los sistemas. ;Que conclusiones obtiene?.
1) Obtener la forma canodnica observarble y obtener la matriz de observabilidad para los tres casos.
Verificar la observabilidad de los sistemas. ;Que conclusiones obtiene?

Sugerencia: si el determinante de la matriz es distinto de cero el rango de la matriz es igual al numero de
filas (o columnas).

a) En primer término se debe pasar el sistema a ecuaciones de estado:
G ()= tF b X(2)_Y() [ Y(z)=X()(b)
l+a,z" zta, X(z) U(z) |U(z)=X(z)(z+a,)

transformada de Z:

y(k)=b,x(k)
u(k)=x(k+1)+a,x(k)

Operando y aplicando tablas de anti

. Haciendo

x, (k+1)=x(k+1)=u(k)—a,x(k)

x, (k)=x(k) ]

el sistema en ecuaciones de estado en la forma canonica controlable se representa como:
x, (k+1) |=[=a, |[x, (k) [+ [1]u (k)
(k)= |[x, (k)]

I) La matriz de controlabilidad del sistema es: Q.= [B }= [1 ]

El determinante de Qc es:  det Q.= |1 |=1 <=> El sistema es controlable.

IT) La matriz de observabilidad candnica del sistema se encuentra a partir de las siguientes igualdades:
A,=4",B=C",C,=B"
Entonces el sistema en ecuaciones de estado en forma de matrices canonicas observables:
x, (k+1)[=[=a,||x, (k) [+ b, |u (k)
y()=[1]x, (k)|

La matriz de observabilidad del sistema es: Q0=[CO]=[ 1]

El determinante de Qo es: det Q,= |1 |= 1 <=> El sistema es observable.

b) En primer término se debe pasar el sistema a ecuaciones de estado:
blz_1+b22_2 biz+b, X(z)_Y(z2) Y(z)=X(z)(b,z+b,)
G, (z)= - 22 = = 2
l4+a,z ' +va,z? Z+a,z+a, X(z) Ulz) |U(z)=X(z)(zZ"+a,z+a,)

Operando y aplicando tablas de anti transformada de Z:
y(k)=b,x(k+1)+b,x (k)
u(k)=x(k+2)+a x(k+1)+a,x(k)

xi(k)=x (k)
x,(k)=x(k+1)=x(k+1)

. Haciendo

el sistema en ecuaciones de estado en la forma candnica controlable se representa como:

x, (k+1) =[ 0 1 ][xl(k)]+[0]u(k)
x,(k+1)| |—a, —a,||x, (k)| |1
y(k)=[bz bl] % (k)

x, (k)



I) La matriz de controlabilidad del sistema es: Q.= [B AB ]=

0 1
I —aq

=—1 <=> El sistema es controlable.

0 1
1

El determinante de Qc es: det Q.= 4
¢

IT) La matriz de observabilidad canonica del sistema se encuentra a partir de las siguientes igualdades:
A4,=4",B=C",C,=B"

Entonces el sistema en ecuaciones de estado en forma de matrices candnicas observables:

x,(k+1) _|0 —a, x, (k) N b, u(k)
x,(k+1)| |1 —a,|x,(k)| |b,
x, (k)
y(k)=lo 1]f™!
x, (k)
. . . _| ¢, |_|0 1
La matriz de observabilidad del sistema es: Q,= =
c, 4, |1 —a
. 0 1 |_ .
El determinante de Qo es:  det QU—1 u =—1 <=> El sistema es observable.
U

¢) En primer término se debe pasar el sistema a ecuaciones de estado:
G (2= bz '+byz bz’ b +bztb, X(z)_Y(z)
: 1+a1271+a2272+a3273 z3—|-alzz—|-0122-|-a3 X(z) Ul2)

Y(z)=X(z)(b,z’+b,z+b,)
Ulz)=X(z)(Z+a, 2 +a,z+a,)

Operando y aplicando tablas de anti transformada de Z:
x, (k)=x(k)
.Haciendo { x,(k)=x,(k+1)=x(k+1)} ,
x,(k)=x,(k+1)=x,(k+1)

y(k)=b,x(k+2)+b,x(k+1)+b,x(k)
ulk)=x(k+3)+a x(k+2)+a,x(k+1)+a,x(k)

el sistema en ecuaciones de estado en la forma canonica controlable se representa como:
x(k+1)| 0o 1 0 [x(k)] |0
xk+1)|=l 0 0 1 |lx,(k)[*+|0ulk)
xy(k+1)| |mas —ay, —a|xy(k)| [1

x, (k)
y(k)=[by by b (k)
x5 (k)
0 0 1
I) La matriz de controlabilidad del sistema es: Q.= [B AB A’B=[0 1 —a,
1 —a (_alz_az)
0 0 1
El determinante de Qc es: detQ, =[0 1 —a, [F—1 <=>Elsistema es controlable.

1 —a (_af_az)

IT) La matriz de observabilidad canodnica del sistema se encuentra a partir de las siguientes igualdades:
—gyT T —pT
A=4 ,B,=C ,C,=B
Entonces el sistema en ecuaciones de estado en forma de matrices candnicas observables:



x, (k+1)[ [0 0 —ayf|x, (k)| |b;
x,(k+1)|=|1 0 —a,||x,(k)[+|b,|u(k)
x;(k+1)1 10 1T —a,||x;(k)| |b,
xl(k>
y(R)=[0 0 1]lx,(k)
x3<k)
c, | o o 1
La matriz de observabilidad del sistema es: Q,=|C,4,[=|0 1 —a,
COA(Z, 1 —a (_a?_az)
0O O 1
El determinante de Qc es: det QC=0 1 —a, =—1 <=> El sistema es observable.
1 —a, (_alz_az)

* Conclusion:

En todos los sistemas analizados la matriz de controlabilidad canonica es igual a la matriz de observabilidad
canodnica. Por ende como todos los sistemas son controlables y son también observables. Encontes se puede
enunciar que si un sistema es controlable analizando su matriz canodnica controlable, también sera
observable.

Ejercicio N° 16
Dado el sistema discreto controlable y observable

x(k + 1) = Ax(k) + B u(k)

y (k) = Cx(k)
Si se aplica una transformacion lineal T no singular al vector de estado
x*(k) = T x(k)

¢se mantiene la controlabilidad y la observabilidad ante la trasformacion?

Para verificar si se mantienen controlabilidad y observabilidad del sistema se aplicara la tranformacion lineal
a las ecuaciones de estado y analizaran las matrices de controlabilidad y observabilidad, respectivamente.

x°(k)=Tx(k)=>x(k)=T"x(k)
X (k+1)=Tx(k+1)=x(k+1)=T"x(k+1)

, remplanzando en las ecuaciones de estado:
T7'x(k+1)=AT 'x°(k)+Bu(k)
y(k)=CT 'x"(k)

Definiendo A°=T AT ' B°=TB C’=CT' , multiplicando miembro a miembro la primera ecuacion
de estado por T y reemplazando, el nuevo modelo de estado se representa como:

x°(k+1)=Ax"(k)+B’u(k)
y(k)=C"x"(k)

La matriz de controlabilidad del nuevo sistema es:
QZ:[BO Aan (Ao)ZBn (Ao)SBn (Ao)n_lBo} , donde

A’=T AT, (A°V=TAT 'TAT '=TAT™" |, (A°)=TAT 'TAT'TAT '=T A°T™" ,por
consiguiente: (A4°)'=TA"T"

Recordando que B°=T B , se puede representar a la matriz de controlabilidad como:



0°=|TB TAB TAB TAB .. TA'B]=T|B 4B A°B 4B .. 4 'Bl=0’=T0,

Entonces el determinante de la matriz de controlabilidad:
det 0?=|T Q.|=|T|0.
Porende detQ'#0< |T|¢ 0,10.1#0 . Siendo T no singular por definicion, su determinate debe ser distinto

de cero. En consecuencia si el sistema original es controlable, también lo serd este mismo sistema al
aplicarsele una transformacion lineal no singular.

La matriz de observabilidad del nuevo sistema es:

Recordando que (A°)'=TA'"T' y C’=CT" : C°(4°)'=CT 'T(A)'T'=C(A)'T"" .Entonces:

cr™ C
CAT™ CA
.| ca’T™! cA | ... o
Qo CA3T_1 CA3 Qo Qo

cA 't |ca!

Entonces el determinante de la matriz de observabilidad:
det0=|0,T"'|=

7|

9,

Porende detQ°#0s|0 [£0,[T” |¢0 . Siendo T no singular por definicion, el determinate de su matriz

inversa debe ser distinto de cero. En consecuencia si el sistema original es observable, también lo sera este
mismo sistema al aplicarsele una transformacion lineal no singular.




